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Modele teorii zaufania —
metoda kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej
w niejednorodnych portfelach polis

Jednq z czynnosci lezqcych u podstaw dziatalno$ci ubezpieczeniowej jest odpowiednie wyznacza-
nie sktadek ubezpieczeniowych — w taki sposob, aby z zadanym prawdopodobienstwem wystarczyty
na wyptate Swiadczen, pokrycie kosztéw prowadzenia dziatalnoSci ubezpieczeniowej oraz zapewnie-
nie ubezpieczycielowi pewnego zysku. W celu kalkulacji sktadek przypisywanych danemu produktowi
ubezpieczeniowemu polisy sq grupowane w portfele, do ktérych dopasowywane sq rozktady prawdo-
podobienstwa wystepowania szkéd oraz ich wartosci. W praktyce podziat na takie portfele jest spo-
wodowany réznymiwarunkami ubezpieczenia (rozwazane sq wiek i warto$¢ ubezpieczanego mienia,
parametry techniczne, stosunek do ryzyka, zakres ubezpieczenia itd.]. Portfele te, z uwagi na wyste-
powanie réznic w parametrach rozktadéw, nazywane sq niejednorodnymi. Na wysoko$¢ sktadek w nie-
Jjednorodnych portfelach polis majq wptyw obserwacje pochodzqce zaréwno z poszczegéinych portfeli,
jak i z ogotu polis, a metodq kalkulacji sktadek w takich przypadkach jest teoria zaufania (nazywana
takze teoriq wiarygodno$ci], ktérej przestanki, podstawowe zatozenia oraz przyktadowa realizacja
zostanq zaprezentowane w artykule.

Stowa kluczowe: teoria zaufania, sktadka zaufania, ryzyko ubezpieczeniowe, kalkulacja sktadki ubez-
pieczeniowej.

Wprowadzenie

Kategorig ryzyka charakterystyczna jedynie dla ubezpieczen jest ryzyko ubezpieczeniowe, ktére

obejmuje ryzyka zwigzane ze zdarzeniami objetymi ochrong ubezpieczeniowq oraz procesami za-
chodzacymiw zwigzku z prowadzeniem dziatalnoéci ubezpieczeniowej*. Jedng z gtéwnych operagji

1. M.Lament, Ryzyko w zakfadzie ubezpieczen, [w:] Ubezpieczenie non-life, [red.] E .Wierzbicka, CeDeWu, War-
szawa 2011, s. 95.
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generujacych to ryzyko jest kalkulacja sktadki ubezpieczeniowej. Z punktu widzenia zaktadu ubez-
pieczen niekorzystne jest zaréwno przeszacowanie, jak i niedoszacowanie sktadki. Wyznaczenie jej
na zbyt niskim poziomie moze doprowadzi¢ do zebrania $rodkéw niewystarczajacych na pokrycie
odszkodowan i w konsekwencji zachwiac stabilnos$cig finansowg zaktadu ubezpieczen. Ustalenie
sktadki na poziomie zbyt wysokim, przy przyjeciu postawy asekuracyjnej, moze doprowadzi¢
do strat zwigzanych z brakiem konkurencyjnosci na rynku oraz odptywem polis.

Celem artykutu jest zwrdcenie uwagi na problem odpowiedniej kalkulacji sktadki w niejed-
norodnych portfelach polis oraz przedstawienie teorii wiarygodnosci jako metody wyznaczania
sktadki w takich portfelach.

1. Budowa sktadki ubezpieczeniowej

Kalkulacja skfadki ubezpieczeniowej jest jednym z zadan lezacych u podstaw dziatalnosci ubez-
pieczeniowej. Sktadka powinna by¢ wyznaczona w taki sposéb, aby zapewni¢ niezbedne $rodki
na wyptate odszkodowan, tworzenie rezerw techniczno-ubezpieczeniowych oraz pokrycie kosztéw
zwigzanych z prowadzeniem dziatalno$ci ubezpieczeniowej?. Tak zdefiniowana, nazywana jest
sktadka brutto i stanowi cene, jaka ubezpieczajacy ptaci zaktadowi ubezpieczen za zapewniang
ochrone ubezpieczeniowa?®. Ta czes¢ sktadki, ktéra ma wystarczyé na wyptate odszkodowan, na-
zywana jest sktadka netto i stanowi podstawe wyceny ubezpieczenia. Kontrakt pomiedzy ubez-
pieczajacym a ubezpieczonym, w ktdrym ubezpieczyciel zobowigzuje sie do pokrycia okreslonej
szkody w zamian za optate (skfadke], nazywamy polisg”.

Ze wzgledu na stosunkowo duzg tatwos¢ kalkulacji narzutu na sktadke netto w dalszej czesci
rozwazany jest wytacznie problem skfadki netto.

Na rys. 1. przedstawiony zostat uproszczony schemat budowy skfadki.

Rysunek 1. Budowa sktadki ubezpieczeniowej®

Oczekiwana wysokosc Dodatek

szkody bezpieczehnstwa Pokrycie odszkodowan

 Koszty administracyjne

* Koszty akwizycji

e Dodatki na dziatania prewencyjne
® Zysk

Pokrycie kosztéw zwigzanych
z funkcjonowaniem zaktadu ubezpieczen

—— e — e —

2. B.Bfaszczyszyn, T. Rolski, Podstawy matematyki ubezpieczen na zycie, WNT, Warszawa 2004, s. 90.
3. P Kowalczyk, E. Poprawska, Metody kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach typu non-life, [w:] Metody aktua-
rialne, [red.] W. Ronka-Chmielowiec, PWN, Warszawa 2006, s. 79.

4. W.Niemiro, Teoria ryzyka w ubezpieczeniach, www-users.mat.umk.pl/~wniem/Ryzyko/RyzykoUB.pdf [do-
step: 25.07.2017],s. 3.
5. P Kowalczyk, E. Poprawska, Metody ..., s. 80.
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Jedna z gtéwnych idei ubezpieczen jest ,dzielenie sie ryzykiem”, czyli pokrywanie wspélnie,
przez wielu ubezpieczajacych, indywidualnej straty®. Idea ta ma odzwierciedlenie w metodologii
kalkulacji skfadek, gdyz zasadne jest wtedy (z uwagi na wystarczajacq ilo$¢ danych) stosowanie
zasad statystyki i ustalanie sktadki jako wartoSci oczekiwanej rzeczywistego, losowego kosztu
ubezpieczenia. Srednia warto$¢ wydatkéw na jednego ubezpieczonego jest tym blizsza wartosci
oczekiwanej, im wieksza liczba ubezpieczonych. Poprzez grupowanie polis konstruowane sa tak
zwane portfele’, w taki sposob, by zakumulowana warto$¢ zebranych sktadek wystarczyta na po-
krycie rzeczywistej sumy wyptat w danym portfelu.

1.1. Zasada czystego ryzyka

Podstawowg i zarazem najprostszq regufq naliczania skfadki jest zasada czystego ryzyka (zasada
réwnowaznosci sktadki), ktéra opiera sie na réwnowaznosci pomiedzy wartoscia zebranej skfadki
P a warto$cig oczekiwang odszkodowan®:

P=E(2), (1)

Gdzie Z jest zmienng losowg opisujaca wartos¢ odszkodowan.

Stosujqc te zasade, nalezy przyjac nastepujace zatozenia®:

* prawdopodobiefAstwo zdarzenia ubezpieczeniowego dla kazdego ryzyka w portfelu jest takie
samo i wynosip,

* kazde ryzyko w portfelu ubezpieczone jest na takg sama sume s,

* wystepuja tylko szkody catkowite.

Przedstawiong regute w praktyce modyfikuje sie poprzez zastosowanie dodatkéw bezpieczen-
stwa oraz uwzglednienie zmiennos$ci zmiennej losowej Z. Mozna wyrézni¢ powstate w ten sposéb
zasady: wartosci oczekiwanej, wariancji i czystego ryzyka. Metody te, opr6cz duzej prostoty, ce-
chuja sie zatozeniami trudnymi do zrealizowania w rzeczywistosci, co ogranicza ich zastosowanie
do portfeli jednorodnych, wystepujacych jedynie incydentalnie.

1.2. Niejednorodnos$¢ portfela polis

We wspomnianych podstawowych modelach kalkulacji sktadki ubezpieczeniowej zaktadane sa:
znajomosc¢ rozktadu prawdopodobiefstwa zmiennych opisujacych ryzyko oraz jednorodnosc
portfela. Przez portfel jednorodny nalezy rozumie¢ zbidr polis dotyczacy ubezpieczanych débr
0 zblizonej wartosci i podobnym prawdopodobienstwie wystapienia wypadku ubezpieczeniowego™®.
Niejednorodno$¢ wystepuje wiec, jezeli wsrdd obiektéw o podobnej sumie ubezpieczenia znajdu-
je sie grupa obiektow o sumie ubezpieczenia duzo wyzszej (niejednorodno$é ilosciowa) lub gdy

W. Niemiro, Teoria ..., s. 55.
B. Btaszczyszyn, T. Rolski, Podstawy..., s. 107.
W. Ronka-Chmielowiec, Zarzqdzanie ..., s. 345.

© © N>

P. Kowalczyk, E. Poprawska, Metody ..., s. 81.
10. R.Szekli, Matematyka ubezpieczen majqtkowych i osobowych, Skrypt do wyktadu, www.math.uni.wroc.
pl/~szekli/documents/mumio/mumio12/skrypt-12.pdf [dostep: 25.07.2017].
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wéréd obiektow charakteryzujacych sie podobnym poziomem zagrozenia wypadkiem ubezpiecze-
niowym wystepujg obiekty znacznie réznigce sie w tym zakresie (niejednorodnos¢ jakosciowa) .

W celu formalnego zdefiniowania niejednorodnosci rozpatrzmy nastepujacy niejednorodny
portfel polis (X,,, ...,Xpnp] podzielony na p podgrup (tab. 1.):

Podgrupa | Parametr | Dane
Podgrupa polis nr 1 o
! Xigs oor Xijp s Xip ~ Po,
Podgrupa polis nrj o, N
J Xipy oo Kjy vy Xjn/ Pq
Podgrupa polis nrp 0, Xots oo Xpio o0 Xpnp ~ Pe,,

Tabela 1 Portfel polis podzielony na p podgrup (podportfeli)
Gdzien, .., n, .., n,EN, n;—liczebnos¢ polis w j-tej podgrupie, X; — realizacja zmiennej losowej

X (oczekiwana wartos¢ szkod) w j-tej podgrupie i i-tym momencie obserwacji (np. w i-tym roku).

Parametr ©, charakteryzuje rozktad zmiennej losowej X w j-tym podportfelu.

Celem zastosowania przedstawionego podziatu jest uzyskanie mniej zréznicowanych podgrup,

w ktoérych taczny rozktad wartosci szkdd mozna modelowac za pomoca niezaleznych zmiennych

losowych o tych samych rozktadach.

Moéwimy, Ze portfel polis jest jednorodny, jesli zachodzi*:
@zelz..:@]:...:@n. (2]
Nalezy pamieta¢, ze rowno$¢ rozpatrywana jest tutaj w sensie statystycznym i oznacza,
ze parametry @, dlaj = 1, ..., n nie réznig sig istotnie (brak podstaw do odrzucenia hipotezy zero-
wej (2] testu jednorodnosci).
Méwimy, ze portfel polis jest niejednorodny, jesli rownos¢ (2] nie jest spetniona.
Rozpatrzmy dwa skrajne przypadki:

a) Kiedyzachodziréwnosci (2], zastosowanie znajduje zasada czystego ryzyka. Podziat na pod-

grupy polis w tab. 1. mozemy uznac za nieistotny, co skutkuje mozliwoscia wyznaczenia
© —estymatora © na podstawie potaczonej probki X, , ..., Xipp o Koty oo Xpnp oraz przewidzenia
réwnej wysokos$ci szkod p(0)dla kazdej z polis. W rezultacie wyznaczymy jednakowg sktad-
ke dla kazdej polisy.
Nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze rowno$¢ (2] spetniona jest jedynie w sensie statystycz-
nym, co w przetozeniu na rzeczywiste dane moze okazac sie niedostateczne. Wystarczy wy-
obrazi¢ sobie przyktadowq sytuacje, w ktérej dwie osoby, z ktérych jedna miata w ubieglym
roku 2 szkody, a druga O (przy pozostatych parametrach niezmienionych), ptacqy takg samg
sktadke za ubezpieczenie OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych. Sytuacja taka nieuchron-
nie prowadzitaby do negatywnej selekcji ryzyka.

11. J. Schulz, Zakres poje¢ ,wyréwnanie ryzyka” i ,pokrycie ryzyka” w ubezpieczeniach, ,Studia Ubezpieczenio-
we” 1975, tom 2, s. 109.
12. W. Niemiro, Teoria...,s. 11.
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b) Sytuacje przeciwng — niejednorodno$c, w skrajnym przypadku polegajaca na rozpatrywaniu
podgrup polis jako zbioréw jednoelementowych. Otrzymujemy: ©, — estymator @, na podstawie

danych X, ..., Xy, s X, ...,éj— estymator O, na podstawie X, ..., X;, ...,X/.nj, ,ép — estyma-
tor ©, na podstawie X, ..., X,,, ...,Xpnp. Przewidywane sa wtedy rézne szkody p(8,], ... ,u[ép],

co implikuje inne wysokosci sktadek dla kazdej z podgrup. Zatozenie tak skrajnej niejednorod-

nosci niesie ze sobg nastepujace wady™:

e niedoktadnos¢ estymatorow indywidualnych (wynikajaca ze zbyt matej ilosci danych),

e niezgodno$¢ z ideq ubezpieczenia (dzielenie sie ryzykiem]).

Nalezy mie¢ na uwadze, ze w przypadku dysponowania przez zakfad ubezpieczen odpowiednio
duzg iloscig obserwacji sktadka moze byc kalkulowania indywidualnie dla kazdej podgrupy polis
lub nawet pojedynczej polisy. Takie rozwigzanie, zastosowane gdy zbiér danych jest zbyt mato
liczny, jest niedopuszczalne, gdyz prowadzi do btedow™.

Rozwigzaniem tego problemu moze byc teoria zaufania, ktéra pozwala na odpowiednie zréz-
nicowanie wysokosci sktadki oraz zminimalizowanie przedstawionych probleméw®.

2. Teoria zaufania

Credibility theory, ttumaczona jako teoria zaufania lub teoria wiarygodnoéci, jest dziatem sta-
tystyki, powstatym na poczatku XX wieku, zwigzanym z podejéciem bayesowskim i modelami
liniowymi®. Poczatkéw teorii zaufania upatruje sie w dwach artykutach opublikowanych w cza-
sopismie ,Proceedings of the Casualty Actuarial and Statistical Society of America” w roku 1914
(AH. Mowbray) oraz 1918 [A.W. Whithey). Teoria zaufania dostarcza metod stuzacych do obliczania
sktadki wiarygodnosci w niejednorodnych portfelach polis. Pozwala na dopasowanie przyszitych
sktadek na podstawie wiedzy historycznej o polisie oraz o catym portfelu®.

Sktadka ubezpieczeniowa netto w j-tym podportfelu, wyznaczona za pomoca metody wiary-
godnosci, przyjmuje nastepujacy postac:

P=zX+(1-z)X (3)

Gdzie:
)zj— $rednia warto$¢ ryzyka (warto$¢ wyptat) w j-tym portfelu polis,
X — $rednia warto$¢ ryzyka generowanego przez caty portfel polis ($rednia wartos¢ wyptat],
z,— wspotczynnik wiarygodnosci/zaufania (jak wiarygodny’ jest wptyw indywidualnego do$wiad-

czenia j-tej grupy), 0 <z, < 1.

13. W. Niemiro, Teoria..., s. 54—55.

14. P.Kowalczyk, E. Poprawska, Metody ..., s. 81.

15. R. Norberg, Credibility Theory, citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.593.8592&rep=rep1&t
ype=pdf [dostep: 25.07.2017].

16. W. Niemiro, Teoria...,s. 55.

17.  H. Jasiulewicz, W. Kordecki, Skfadki zaufania z zastosowaniem niesymetrycznych funkcji strat, [w:] Zagad-
nienia aktuarialne — teoria i praktyka, [red.] W. Ostasiewicz, Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Ekono-
micznego we Wroctawiu, Wroctaw 2011, s. 101-117.
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P.nazywamy sktadka wiarygodnosci (lub sktadka zaufania) w j-tym podportfelu. Podstawowym
problemem w stosowaniu tej metody jest wyznaczenie wspotczynnika wiarygodnosciz; dlaj =1,
... p, czyli ustalenie, jak silny jest wptyw indywidualnego doswiadczenia w j-tej podgrupie na wy-
sokosc¢ skfadki.

W ponizszym przyktadzie, w celu intuicyjnego przedstawienia problemu jednorodnosci w port-
felach polis, przyjeto zatozenia o normalnosciach rozktadéw wartosci szkéd oraz parametru ©
w populacji. W praktyce jednak rozkfady liczby szkdd sa najczgsSciej rozktadami asymetrycznymi,
a szczego6towe rozwazania na ten temat, z uwzglednieniem zastosowania teorii zaufania, mozna
znaleZ¢ w literaturze™®.

Przyktad®® — wyznaczenie skfadki wiarygodnoéci (rozwazania
teoretyczne)

Rozpatrzmy portfel polis pogrupowanych na p podgrup, spetniajacych zatozenia o normalnosci
rozktadu wartosci szkéd oraz o normalnym rozktadzie parametru © w populacji.

Wéwczas:

Probka X, ..., X, [szkody w podgrupie) ma rozktad normalny N(0, s?}, a gesto$¢ prawdopodo-
bienstwa pojedynczej obserwacji wynosi:

1
folx) =const x exp [— P (x - 0)?

Rozkfad parametru O jest normalny N(m, a®), a gesto$¢ jego prawdopodobiefstwa wynosi:

m(O) = const x exp [— % (©@-m)?
a

Wtedy rozktad warunkowy parametru © wynosi:

m (0)=f(O|x,,...x ) =const x f(O;x,, ..., x ]

n
=const x exp —#[O—m]z—g [X’_@]Zl
i i=1

=const x exp —%@hﬂ@_L@sz”_’?@}
a a

- ) 2 y
=const x exp _ha"+s" (ez_zewﬂ

2s%a° na® +s?
r _ 2
B na® +s?° 0 na‘x +s°m
=constxexp|— ——— |O0- —————
2sa na‘+s

18.  Zob. np. W. Niemiro, Teoria zaufania, [w:] idem, Teoria ryzyka..., atakze: H. Jasiulewicz, W. Kordecki, Skfadki . ..
19. W. Niemiro, Teoria ..., s. 68—69.
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Skad wynika:
o= na‘x + s°m
na® +s?°
na’x +s’m + na’m — na’m
na’+s?
na’x (na® —na? +s?)m
= +
na® +s? na® + s?°
na® na@
=X+ [1——2 2]m
nat+s na®+s
na?® : ng? |
= %+ (1-—22 m 4
na® + s?° na® +s?° (4)
6=zx+(1-z)m (5)
Whioski:

Przy zatozeniach przyjetych w przedstawionym przyktadzie zachodzi (3] = (4], skad mozemy
wnioskowac, ze (4] jest rowne skfadce zaufania.
Z (4] oraz (5) wynika, ze w tym przypadku wspotczynnik wiarygodnosci z, wynosi:
a‘n, s?
z=——— =1- ———— (6)
a‘n.+s a‘’n +s

Zréwnanie (6) wynikaja warunki spetniane przez wspétczynnik wiarygodnosci z, (tabela 2).

Tabela 2. Warunki spefniane przez wspétczynnik wiarygodnosci z;

Obserwacja Interpretacja

Im wigksze sq wahania wysokosci szkéd w obrebie danej podgrupy w czasie, tym

2
s't= % ! wieksza waga oczekiwanej wysokosci szkody dla catego portfela

Im wieksze sq réznice pomiedzy poszczeg6lnymi podgrupami ryzyk, tym wieksza waga
at=z1 obserwacji dotyczacych danych grup (im bardziej jednorodny jest portfel, tym mniej
zr6znicowane powinny by¢ sktadki)

Im wigcej obserwacji dotyczacych danej grupy ryzyka, tym wieksza jest waga tych

") f % f obserwacji

Przyktad cd. (kalkulacje)

Rozpatrzmy fikcyjne dane (tab. 3.) dotyczace $rednich wysokosci szkod w pietnastu podgrupach
polis (3 kategorie ze wzgledu na wiek motocyklisty i 5 kategorii ze wzgledu na typ pojazdu, ozna-
czane x) obserwowane w ciggu dziesieciu kolejnych lat. Analiza statystyczna wykazata, ze rozkfad
wartosci szkéd oraz rozktad parametru © w populacji s normalne.
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Tabela 3. Srednie wysokosci szkéd w pietnastu podgrupach polis w dziesieciu kolejnych latach

X, | X

2

X3

X, | X | X | X%

XS

XQ

XlO

Xo | Xo | X | X

12 13 14 15

204,0(220,8

191,4

1974 191,2|201,6| 178,0

1977

194,5

178,0

206,2(183,5| 1975 | 210,1 | 189,5

203,3|208,5

195,3

185,6(196,2(210,8|198,8

213,7

201,0

173,4

208,3(200,0(192,7 | 207,2 | 192,7

193,0(195,9

213,2

221,8|211,6 [195,8|193,9

225,8

237,2

194,8

193,8(209,1|183,2| 1978 | 183,2

186,5(200,7

194,1

203,3|195,6|203,6(221,8

220,1

179,6

199,1

199,21 171,0 | 202,8|199,7| 180,0

179,6 [225,5

2049

214,2 (185,41 211,1 [195,9

212,7

193,1

178,8

223,5|194,1|198,6203,0(193,2

197,5199,3

186,1

200,9|180,0{206,3|181,0

216,0

207,2

178,0

203,2(209,2(195,9|196,7|195,3

188,5|200,7

215,9

190,2|215,9| 1978 | 214,9

212,5

209,0

208,1

195,1]196,4|199,6(198,1|194,2

185,8(221,7

185,3

190,6|196,7| 215,0 | 200,6

205,6

185,2

191,0

220,11202,4| 2072 | 213,2|198,7

Ol | N[l | |jlw| N |-

205,21200,2

198,4

207,8|184,8|200,7199,4

199,1

183,5

203,5

202,91202,7|191,4 |203,0|201,6

[N
o

208,7(224,9

189,2

225,11199,9/196,2|180,8

194,9

2051

198,3

223,3| 212,/ | 188,6 | 205,4|195,6

Na podstawie przyjetych zatozen mozna zastosowac wzor (5) na sktadke zaufania.
Wtedy, na podstawie danych przedstawionych w tab. 3., otrzymujemy:

z=0,07165
a?=3737
s%=124,45

Z uwagi na réwna liczbe obserwacji w kazdej podgrupie zachodzi: z, — ... — z,. = z. Na podsta-
wie obliczen uzyskujemy nastepujace wyniki:

Tabela 4. Wysokos¢ skfadek zaufania w pietnastu podgrupach

Numer podgrupy Srednia w podgrupie Wysokos$¢ sktadki
1 195,20 196,39
2 209,82 207,35
3 197,36 198,01
4 203,69 202,75
5 195,74 196,79
6 203,88 202,90
’ 196,52 197,37
8 209,81 207,35
9 199,53 199,63
10 190,29 192,70
11 207,57 205,66
12 198,11 198,57
13 195,74 196,79
14 203,42 202,55
15 192,49 194,35

Srednia w catej prébie: 199,94

Zrodto: Obliczenia wiasne.
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Analizujac wyniki zebrane w tab. 4., mozna zauwazy¢ réznice miedzy wysokoscig Sredniej
w podgrupie, sktadka zaufania dla kazdej z podgrup oraz $rednig wysoko$cia odszkodowan w hi-
storii catego portfela. Gdyby przyjac¢ zatozenie o jednorodnosci portfela i stosowac zasade czyste-
go ryzyka — sktadka netto w kazdym z podportfeli rownataby sie Sredniej wartosci odszkodowan
w catym portfelu, mianowicie 199,94. Sytuacja taka prowadzitaby do ,negatywnej selekcji ryzyka”,
0 Czym wspominano juz wczesniej.

Na wykresie 1. zaprezentowane zostato pordwnanie $rednich wysokosci odszkodowan w piet-
nastu podgrupach oraz przypisanych do nich sktadek wiarygodnosci. Strzatkami zaznaczono
kierunki zmian kazdej ze $rednich w stosunku do wysokosci odpowiedniej skfadki. Widoczna jest
nastepujqca prawidtowosc: jesli Srednia w podgrupie byta nizsza od Sredniej w catym portfelu, to
sktadka netto jest wyzsza od $redniej w danej podgrupie. 0dwrotng zalezno$¢ obserwujemy w sy-
tuacji przeciwnej: jesli Srednia w podgrupie byta wyzsza od Sredniej w catym portfelu, to sktadka
netto jest nizsza od $redniej w danej podgrupie.

Wykres 1. Poréwnanie wysokosci $rednich w podgrupach z wysokoscia sktadki wiarygodnej
Skfadka wiarygodna
215
210
205
200 =—=== @———1 ==
185
190
185
180

175 — —
1 2 3 4 5 6 ’ 8 9 10 11 12 13

€|

[J Srednia w podgrupie M Sktadka wiarygodna

Zaleznosci zaobserwowane na wykresie 1. potwierdzajg dodatkowo zasadno$¢ stosowania teorii
zaufania w celu kalkulacji sktadek ubezpieczeniowych w portfelach niejednorodnych. Poréwnujac
Srednie wartosci odszkodowan w danych podgrupach oraz wysokosci sktadek ze $rednig wartoscig
odszkodowar w danym portfelu (0znaczenie na wykresie: X), mozna zauwazyc, jak niesprawied-
liwe bytoby w tym przypadku wyznaczenie sktadkina jednakowym poziomie dla wszystkich polis.
Z pewnoscig nastapitby w takiej sytuacji problem odptywu polis z portfela (np. w podgrupach 1, 5,
101 15) oraz problem negatywnej selekcji ryzyka (np. w podgrupach 2, 8 11).

Zaprezentowany przykfad jest realizacjq modelu bayesowskiego, ktéry zaktada konieczno$¢
znajomoscitacznego rozktadu prawdopodobienstwa rozwazanych zmiennych losowych. Modelami
wymagajacymi mniej szczegotowych zatozen sa np. model Biihimanna i model Biihimanna-Strauba,
do ktérych godny polecenia wstep moze stanowi¢ przywotywana juz praca prof. Wojciecha Niemiry
Teoria ryzyka w ubezpieczeniach.
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Zakonczenie

Nie ulega watpliwosci, ze proces kalkulacji sktadki wymaga zachowania najwyzszej starannosci.
Odpowiednio wyznaczona sktadka, ktérej podstawe stanowi skfadka netto, pozwala na prowa-
dzenie przynoszacej zyskii nienarazonej na niepotrzebne ryzyko dziatalnosci ubezpieczeniowej.
W artykule zwrécono uwage na problem niejednorodnosci w portfelach polis i zaprezentowano
wstep do teorii zaufania, pozwalajacy na wyznaczenie sktadki w portfelach niejednorodnych.
Przedstawiony przykfad numeryczny pozwolit na wyksztatcenie pewnych intuicji dotyczacych
odpowiedniej kalkulacji sktadki oraz wysnucie wnioskéw w kwestii budowy portfeli polis. Warto
zwroci¢ uwage na szczeg6lnie interesujgce wykorzystanie przedstawionej metodologii w syste-
mach bonus-malus®.

W artykule przywotane zostaty zagrozenia dla zaktadu ubezpieczen wynikajace z nieodpowied-
niej kalkulacji sktadki wiarygodnosci (np. w oparciu o niewystarczajace dane). W praktyce sytu-
acje takq mozna przedstawi¢ poprzez poszerzenie sktadki o funkcje opisujaca straty wynikajace
zarbwno z przeszacowania, jak i niedoszacowania sktadki. Rozrézniane sg symetryczne funkcje
straty (generujace takg sama strate w przypadku niedoszacowania i przeszacowania parametru
o takg sama warto$¢) oraz asymetryczne funkcje straty (generujace inne straty w przypadku nie-
doszacowania i przeszacowania parametru o takg sama warto$c). Poszerzeniu wiedzy na temat
tego zagadnienia moze postuzyc przywotywany wyzej artykut Sktadki zaufania z zastosowaniem
niesymetrycznych funkcji strat prof. Heleny Jasiulewicz i prof. Wojciecha Kordeckiego.

Wykaz zrodet

Btaszczyszyn B., Rolski T, Podstawy matematyki ubezpieczen na zycie, WNT, Warszawa 2004.

Jasiulewicz H., Kordecki W., Sktadki zaufania z zastosowaniem niesymetrycznych funkcji strat,
[w:] Zagadnienia aktuarialne — teoria i praktyka, Ostasiewicz W. [red.], Wydawnictwo Naukowe
Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, Wroctaw 2011.

Kaas R., Goovaerts M., Dhaene J., Denuit M., Credibility theory, [w:] Modern Actuarial Risk Theory,
Kluwer Academic Publishers, Boston 2001.

Kowalczyk P, Poprawska E., Metody kalkulacji sktadki w ubezpieczeniach typu non-life, [w:] Metody
aktuarialne, Ronka-Chmielowiec W. [red.], PWN, Warszawa 2006.

Lament M., Ryzyko w zaktadzie ubezpieczen, [w:] Ubezpieczenie non-life, Wierzbicka E. [red.],
CeDeWu, Warszawa 2011.

Niemiro W., Teoria ryzyka w ubezpieczeniach, www-users.mat.umk.pl/~wniem/Ryzyko/RyzykoUB.
pdf [dostep: 25.07.2017].

Norberg R., Credibility Theory, citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download ?doi=10.1.1.593.8592&r
ep=rep1&type=pdf [dostep: 25.07.2017].

20. Zob.np.R. Kaas, M. Goovaerts, J. Dhaene, M. Denuit, Credibility theory, [w:] Modern Actuarial Risk Theory, Kluwer
Academic Publishers, Boston 2001, s. 163—166, a takze: A. Szymanska, Zastosowanie modelu Biihimanna-
-Strauba do estymacji stawek sktadki netto w systemach bonus-malus ubezpieczen odpowiedzialnosci cy-
wilnej posiadaczy pojazdéw mechanicznych, ,Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska” 2016, vol. L, 4.

-112 -



Modele teorii zaufania — metoda kalkulacji sktadki ubezpieczeniowe; ...

Schulz J., Zakres poje¢ ,wyréwnanie ryzyka” i ,pokrycie ryzyka” w ubezpieczeniach, ,Studia
Ubezpieczeniowe” 1975, tom 2.

Szekli R., Matematyka ubezpieczeh majqtkowych i osobowych, skrypt do wyktadu, www.math.uni.
wroc.pl/~szekli/documents/mumio/mumio 12/skrypt-12.pdf [dostep: 25.072.2017].

Szymanska A., Zastosowanie modelu Biihimanna-Strauba do estymacji stawek skfadki netto
w systemach bonus-malus ubezpieczeh odpowiedzialnoSci cywilnej posiadaczy pojazdéw
mechanicznych, ,Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska” 2016, vol. L, 4.

Credibility models — calculation of credibility premium in heterogeneous
portfolios

One of the most important tasks of an insurance company is insurance premium calculation. Premium
should be calculated in the way that allows to accumulate enough money for payout of the compen-
sations, coverage of insurance company costs and profit. In order to calculate insurance premium in
heterogeneous portfolios [using credibility theory) the policies are grouped into smaller homogenous
portfolios. In practice, policies belong to one group if they meet the same assumptions (e.g. similar
value and age of insured property, technical parameters, same sum insured, insurance coverage etc. ).
A credibility premium is a weighted average of an individual risk selected from a portfolio (based on
small set of data) and class risk experience [based on a larger but less relevant set of data].

The aim of this article is to consider the issue of calculation of premium in heterogeneous portfolios
and to present the application of credibility theory.

Key words: credibility theory, insurance premium calculation, insurance risk.
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